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ΘΕΜΑ Β 
B1.  Έχουμε: 

              𝛢ℎ = {𝑥 ∈ 𝐴𝑔 𝜅𝛼𝜄 𝑔(𝑥) ∈  𝐴𝑓} 

             𝐴ℎ = {𝑥 ∈ [2, +∞)  𝜅𝛼𝜄 √𝑥 − 2 + 1 > 1 } 

             𝐴ℎ = {𝑥 ∈ [2,+∞)    𝜅𝛼𝜄 √𝑥 − 2 > 0} 

             𝐴ℎ = {𝑥 ∈ [2,+∞)   𝜅𝛼𝜄   𝑥 − 2 > 0} 
             𝛢ℎ = {𝑥 ∈ [2, +∞)  𝜅𝛼𝜄  𝑥 > 2} = (2,+∞) 
 

Με τύπο : ℎ(𝑥) = (𝑓°𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑔(𝑥)) = 2𝑙𝑛(√𝑥 − 2 + 1 − 1) 

ℎ(𝑥) = 2𝑙𝑛(√𝑥 − 2) = 𝑙𝑛(√𝑥 − 2)
2
= 𝑙𝑛(𝑥 − 2)  , με x> 2. 

 
 
Β2. 

Η h είναι παραγωγίσιμη στο (2, +∞) με 

h′(x) = 1 / (x − 2) · (x − 2)′ = 1 / (x − 2) > 0 ,   x > 2 

Άρα η h είναι γνησίως αύξουσα στο (2, +∞). 

Άρα η h είναι «1-1», οπότε η h αντιστρέφεται. 

 

Dh⁻¹ = h((2, +∞)) 

A = (2, +∞)  →  (h αύξουσα & συνεχής)  h((2, +∞)) = ( limx→2⁺ h(x) ,  limx→+∞ h(x) ) = (−∞, +∞),  γιατί: 

 

Αριστερό άκρο: 

x − 2 = t > 0 

t0 = limx→2⁺ (x − 2) = 0 

limx→2⁺ h(x) = limt→0⁺ (ln t) = −∞ 

 

Δεξιό άκρο: 

x − 2 = t 

t0 = limx→+∞ (x − 2) = +∞ 

limx→+∞ h(x) = limt→+∞ (ln t) = +∞ 

 

 

 



 
Εύρεση τύπου της αντίστροφης : 

h(x) = y  ⇔  ln(x − 2) = y  ⇔  x − 2 = ey  ⇔  x = ey + 2 

⇒  h−1(y) = ey + 2 

Άρα   h−1(x) = ex + 2 ,   x ∈ ℝ 

 

limx→2⁺ [ ln(x − 2) · 2ln(x − 1) / (x − 2) ] = −∞ 

 

x − 2 = t   ⇒   x − 1 = t + 1 

t0 = limx→2 (x − 2) = 0 

limt→0 ln(t + 1) / t   0/0  (D.L.H.)   limt→0 1 / (t + 1) = 1 

limx→2 ln(x − 2) = limt→0 (ln t) = −∞ 

 

Επομένως:   limx→2⁺ [ ln(x − 2) · 2ln(x − 1) / (x − 2) ] = (−∞) · 2 = −∞ 

 
 

Β3. 

limx→2⁺ [ ln(x − 2) · 2ln(x − 1) / (x − 2) ] = −∞ 

 

x − 2 = t   ⇒   x − 1 = t + 1 

t0 = limx→2 (x − 2) = 0 

limt→0 ln(t + 1) / t   0/0  (D.L.H.)   limt→0 1 / (t + 1) = 1 

limx→2 ln(x − 2) = limt→0 (ln t) = −∞ 

 

Επομένως:   limx→2⁺ [ ln(x − 2) · 2ln(x − 1) / (x − 2) ] = (−∞) · 2 = −∞ 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Η y = x εφαπτόμενη της f στο (0,f(0)) , άρα f’(0) = 1  
 

f’(x) = 
𝑘𝑥4+(3𝑘−𝜇)𝑥2+𝜇

(𝑥2+1)2
 , άρα f’(0) = 1 ⇔ μ = 1  

 
 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑘𝑥3 + 𝜇𝑥

𝑥2 + 1
= lim
𝑥→+∞

(𝑘𝑥) = 𝜅 ∙ (+∞) 

 

• Αν κ ≠ 0 , τότε lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)= +∞ ή −∞ ,αν κ<ο ή κ>0 αντίστοιχα,  άτοπο,  διότι έχει οριζόντια 

ασύμπτωτη  



 
 

• Αν κ = 0 , τότε lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)= lim
𝑥→+∞

1

𝑥
 = 0 , τότε η y = 0 οριζόντια ασύμπτωτη στο +∞ 

 

Τελικά , κ = 0 .  
 
Γ2. 

 i)   f(x) = 
𝑥

𝑥2+1
 ⇒f’(x) = 

1−𝑥2

(𝑥2+1)2
 

 
 
            f’(x) = 0 ⇒ x = -1 η x = 1  
 
Μονοτονία  
 

• για x ∈ (−∞,−1) ∪ (1, +∞) είναι f’(x) < 0 , άρα f:γνησίως φθίνουσα στα  (−∞,−1]𝜅𝛼𝜄 [1, +∞) 
 

• για x ∈ (−1,1) είναι f’(x) > 0 , άρα f:γνησίως αύξουσα στο [-1, 1]  
 

Ακρότατα  
 

• η f παρουσιάζει ελάχιστο για x =-1 το f(-1) = -1/2 και  
 

• η f παρουσιάζει μέγιστο για x = 1 το f(1) = 1/2 .  
 
 
ii)  
 

A1 = (−∞,−1] → 𝑓(𝐴1) = [𝑓(−1), lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)] = [−
1

2
, 0)  

 

𝐴2 = (−1,1) → 𝑓(𝐴2) = ( lim
𝑥→−1+

𝑓(𝑥), lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥)) = (−
1

2
,
1

2
) 

 

𝐴3 = [1,+∞) → 𝑓(𝐴3) = ( lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) , 𝑓(1)] = (0 ,
1

2
] 

 

Άρα , f(ℝ) = 𝑓(𝐴1) ∪ 𝑓(𝐴2) ∪ 𝑓(𝐴3) = [−
1

2
,
1

2
] 

 

f(x) = 
1

2
+ 𝑎2 (1)  

 

• για α ≠ 0 είναι 𝛼2 > 0 ⇒
1

2
+ 𝛼2 >

1

2
 , δηλαδη 

1

2
+ 𝑎2 ∉ f(ℝ) και η (1) είναι αδύνατη  

 

• για α = 0 είναι 
1

2
+ 𝑎2 = 

1

2
 ∈ 𝑓(𝐴3) όπου f μονότονη , άρα 1-1 και η (1) έχει μοναδική λύση την x = 1 

 

 



 
Γ3.  
 

i) Είναι 𝛪𝜈 = ∫
𝑥2𝜈+1

𝑥2+1
𝑑𝑥

1

0

𝜈=𝜈+1
→     𝛪𝜈+1 = ∫

𝑥2𝜈+3

𝑥2+1
𝑑𝑥

1

0
 προσθέτοντας κατά μέλη , προκύπτει ότι  

 
 

𝛪𝜈 + 𝛪𝜈+1 = ∫
𝑥2𝜈+1 + 𝑥2𝜈+3

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 =

1

0

∫
𝑥2𝜈+1(1 + 𝑥2)

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 = ∫𝑥2𝜈+1𝑑𝑥 =

1

0

1

0

[
𝑥2𝜈+2

2𝜈 + 2
]
0

1 

=
1

2𝜈 + 2
 (2) 

 
 
 

ii) για ν = 0 ,  𝛪0 = ∫
𝑥

𝑥2+1
𝑑𝑥

1

0
= [

1

2
ln(𝑥2 + 1)]

0

1 
= 𝑙𝑛√2  

 
 

Από (2) για ν = 0 είναι 𝛪0 + 𝛪1 =
1

2
 ⇔ 𝛪1 =

1

2
−  𝑙𝑛√2 

 

Από (2) για ν = 1 είναι 𝛪1 + 𝛪2 =
1

4
 ⇔ 𝛪2 =

1

4
−
1

2
+ 𝑙𝑛√2 =  𝑙𝑛√2 −

1

4
   

 
 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. 

Ορίζω  h(x) = g(x) + x  στο  [−1, 0]. 

⊳  h: συνεχής στο [−1, 0] ως πράξεις συνεχών [συναρτήσεων]. 

 

⊳  h(0) = g(0) 

→  έχουμε  0 < g(x) < 1,  ∀x∈ℝ  ⟺x=0  0 < g(0) < 1   ⟹   h(0) > 0 

 

⊳  h(−1) = g(−1) − 1 

→  έχουμε  0 < g(x) < 1,  ∀x∈ℝ  ⟺x=−1  0 < g(−1) < 1   ⟹   −1 < h(−1) < 0,  άρα h(−1) < 0 

 

Άρα, από Θ. Bolzano, υπάρχει τουλάχιστον ένα x1 ∈ (−1, 0) : 

h(x1) = 0   ⟹   g(x1) + x1 = 0. 

 

•  h: παραγωγίσιμη στο ℝ  με  h′(x) = g′(x) + 1 

Εφόσον g′(x) ≠ −1, ∀x∈ℝ  ⟹  h′(x) ≠ 0, ∀x∈ℝ 

Επίσης η g′ είναι συνεχής, άρα h′: συνεχής 

⟹  η h′ διατηρεί σταθερό πρόσημο στο ℝ  ⟹  h: γν. μονότονη 



 
⟹  h: «1-1», οπότε η x1 είναι [μοναδική] ρίζα της g(x) + x = 0.   ✓ 

 

Δ2.  

⊳  limx→0⁻ [ f(x) − f(0) ] / (x − 0) = limx→0⁻ [ x2·(g(x) + x) − 0 ] / x = limx→0⁻ x·(g(x) + x) = 0 

→  limx→0⁻ x = 0 

→  limx→0⁻ (g(x) + x) = g(0)   διότι  g: συνεχής. 

 

⊳  limx→0⁺ [ f(x) − f(0) ] / (x − 0) = limx→0⁺ (2ημx + εφx − kx) / x = 

        = limx→0⁺ ( 2·ημx / x + εφx / x − k ) = 2 + 1 − k = 3 − k 

→  limx→0⁺ ημx / x = 1 

→  limx→0⁺ εφx / x = limx→0⁺ ( ημx / x · 1 / συνx ) = 1·(1 / 1) = 1 

⊳  Εφόσον f: παραγωγίσιμη  ⟹  f: παραγωγίσιμη στο x = 0  ⟹ 

        limx→0⁻ [ f(x) − f(0) ] / (x − 0) = limx→0⁺ [ f(x) − f(0) ] / (x − 0) 

⟹  3 − k = 0  ⟹  k = 3 

 

Δ3. 

i)  f(x) = 2·ημx + εφx − 3x   στο   [0, π/2) 

f′(x) = (2ημx + εφx − 3x)′ = 2συνx + 1 / συν2x − 3 = (2συν3x − 3συν2x + 1) / συν2x ,   x∈[0, π/2) 

 

f′(x) = 0  ⟹  2συν3x − 3συν2x + 1 = 0  ⟺ 

        ⟺  (συνx − 1)2·(2συνx + 1) = 0  ⟹ 

        ⟺  συνx = 1   ή   συνx = −1/2 

              συνx = 1 ⟹ x = 0           (συνx = −1/2 : αδύνατη, διότι x∈(0, π/2) και συνx > 0) 

 

Πίνακας προσήμου της f′ στο [0, π/2): 

x 0  ················  π/2 

(συνx − 1)2 + 

2συνx + 1 + 

συν2x + 



 

f′(x) + 

f(x) ↗  (γν. αύξουσα) 

 

Άρα  f: γν. αύξουσα στο [0, π/2). 

•  για  x ≥ 0  ⟹(f↑)  f(x) ≥ f(0)  ⟹  f(x) ≥ 0. 

 

Δ4. 

i)  Έχουμε  f(x) = x2·(g(x) + x)   στο   (−∞, 0]. 

Ορίζω την  f(x) = x2·h(x)  στο  [x1, 0]  όπου  h(x) = g(x) + x  από το ερώτημα Δ1. 

 

→  για  −1 < 0  έχουμε  h(−1) < h(0)  και  h: γν. μονότονη 

    ⟹  h: γν. αύξουσα στο [x1, 0]. 

 

→  x1 < x < 0  ⟺(h↑)  h(x1) < h(x) < h(0)  ⟹  0 < h(x) 

(αφού από Δ1 είναι h(x1) = 0) 

 

Επίσης  x2 ≥ 0,  ∀x∈[x1, 0]. 

Συνεπώς  f(x) ≥ 0,  ∀x∈[x1, 0]. 

 

E(Ω) = ∫x₁
f(x₂) |f(x)| dx  =  ∫x₁

π/3 f(x)·dx 

 

→  φ(x2) = 0  ⟹  3f(x2) − π = 0  ⟺  f(x2) = π/3 

→  f(x) ≥ 0,  ∀x∈[0, π/2)   (από Δ3 i) 

•  f(x) ≥ 0,  ∀x∈[x1, 0]   (από Δ4 i) 

⟹  f(x) ≥ 0,  ∀x∈[x1, π/3]   και   f: συνεχής στο [x1, π/3] 

 

•  Ο άξονας y′y χωρίζει το Ω σε δύο ισεμβαδικά (ίσου εμβαδού) χωρία  ⟹ 

⟹  ∫x₁
0 f(x) dx  =  ∫0

π/3 f(x) dx. 

 

 



 
Υπολογισμός με παραγοντική ολοκλήρωση 

∫x₁
0 x3·g′(x) dx = ∫x₁

0 x3·(g(x))′ dx = [ x3·g(x) ]x₁
0 − ∫x₁

0 (x3)′·g(x) dx = 

    = −x1
3 g(x1) − ∫x₁

0 3x2·g(x) dx    [ g(x1) = −x1 ] 

    = x1
4 − 3∫x₁

0 x2·g(x) dx          (1) 

 

•  Έχουμε  f(x) = x2·(g(x) + x)  στο  [x1, 0]  ⟺ 

    ⟺  f(x) = x2 g(x) + x3  ⟺  x2 g(x) = f(x) − x3 

Οπότε  ∫x₁
0 x2·g(x) dx = ∫x₁

0 (f(x) − x3) dx = ∫x₁
0 f(x) dx − ∫x₁

0 x3 dx 

 

→  ∫x₁
0 f(x) dx = ∫0

π/3 f(x) dx = ∫0
π/3 (2ημx + εφx − 3x) dx = 

    = [ −2συνx − ln|συνx| − 3x2/2 ]0
π/3 = 

    = −2συν(π/3) − ln|συν(π/3)| − 3·(π2/9)/2 + 2·1 = 1 − ln(1/2) − π2/6 = 1 + ln2 − π2/6 

 

→  ∫x₁
0 x3 dx = [ x4/4 ]x₁

0 = −x1
4/4 

 

Άρα  (1)  ⟹  ∫x₁
0 x3·g′(x) dx = x1

4 − 3( 1 + ln2 − π2/6 + x1
4/4 ) = 

    = x1
4 − 3 − 3ln2 + π2/2 − 3x1

4/4 

 

Τελικό αποτέλεσμα:   ∫x₁
0 x3·g′(x) dx = x1

4/4 + π2/2 − 3ln2 − 3 
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